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RBsuMB. - Nous construisons, pour un espace analytique a lieu singulier lisse et a diviseur 
exceptionnel lisse, une suite de complexes de De Rham, des filtrations de Hodge et suites 
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ABSTRACT. - We construct, for an analytic space with a smooth singular locus and a 
smooth exceptional divisor, a sequence of De Rham complexes, Hodge filtrations and 
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Introduction 
L’un des r&ultats fondamentaux de la g6om&rie analytique complexe 
est que la thCorie de Hodge est valable pour des variCtCs k&lCriennes 
compactes. Cela permet de relier la structure analytique B la structure 
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topologique, de montrer des theoremes d’annulations entre autres. Le 
probleme que nous nous posons dans ce travail et ceux qui suivront est la 
construction d’une theorie analogue pour le cas des espaces analytiques. 
Dans [4], DELIGNE a construit une theorie de Hodge mixte dans le cas 
general. Ce que nous voulons mettre en evidence ici est une theorie de 
Hodge pure. Pour cela, il faut definir une resolution du faisceau constant 
par des formes differentielles pour lesquelles on puisse definir le type. 
Autrement dit, lorsque l’on ne travaille pas avec les complexes, mais 
seulement au niveau cohomologique, on ne peut pas definir un type de 
facon directe et l’operation de descente cohomologique interfere alors que 
le type cohomologique, pour engendrer la structure de Hodge mixte. 
Dans [2], nous avions defini un complexe de De Rham pour un espace 
analytique reduit quelconque. Cependant, ce complexe de De Rham n’est 
pas suffisant pour relier la topologie a la structure holomorphe. Nous serons 
done obliges de raffiner cette construction en imposant des conditions de 
jet (et non pas simplement des conditions de restriction) des formes sur 
le diviseur exceptionnel. Ceci nous force a ne traiter que le cas du lieu 
singulier lisse. De plus, dans cet article, nous supposerons le diviseur 
exceptionnel lisse aussi pour ne pas alourdir les demonstrations et ne pas 
embrouiller les chases par des details techniques. Un travail ulterieur 
s’affranchira de l’hypothese du diviseur exceptionnel lisse. 
Une fois le complexe defini (en fait nous allons definir pour tout entier 
T 2 1 un tel complexe), on peut definir la filtration de Hodge, la suite 
spectrale associee convergent vers le gradue de la cohomologie. Nous 
montrons que ce grad& ne depend pas du T choisi lorsque T est assez 
grand et done ce gradue est << canoniquement 1) defini. 
En passant, nous construisons aussi des complexes de De Rham 
holomorphes. 11s donnent une resolution du faisceau constant par des 
faisceaux holomorphes et leur cohomologie donne le premier terme de la 
suite spectrale associee a la filtration de Hodge. Ces faisceaux jouent done 
le t-ale des faisceaux de p-formes holomorphes dans le cas lisse. 
gvidemment, pas plus que dans [4], la partie difficile de la thtorie de 
Hodge n’est abordee, a savoir la construction de representants canoniques 
dans une classe de cohomologie. En theorie de Hodge lisse, ce problbme 
est trait6 par la theorie des formes harmoniques. 
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Cet article est organise de la fagon suivante. Au premier chapitre, nous 
rappelons brievement la theorie de Hodge classique : filtration par le type, 
suite spectrale, formes holomorphes et formes harmoniques. Le second 
chapitre definit la notion de jet d’une forme le long d’un diviseur lisse 
d’une vat-i&C et construit une suite de complexes de De Rham d’une 
vat-i&C associes a un diviseur lisse. 
Le troisieme chapitre construit une suite de complexes de De Rham d’un 
espace analytique a lieu singulier lisse et dont le diviseur exceptionnel est 
lisse. 
Le complexe de De Rham holomorphe est introduit dans le quatrieme 
chapitre, ainsi que la resolution des faisceaux holomorphes. 
La suite spectrale et la filtration de Hodge sont definies au cinquieme 
chapitre. Le premier terme de la suite spectrale apparait comme la 
cohomologie des faisceaux holomorphes constituant le complexe de De 
Rham holomorphe. Enfin, on montre que la graduation de la cohomologie 
ne depend pas du complexe choisi de De Rham. 
En resume, nous pouvons construire sous les hypotheses de lieu singulier 
lisse et diviseur exceptionnel irreductible les entites suivantes : 
(i) pour tout T, un complexe de De Rham fin forme de formes 
differentielles pour lesquelles on peut definir le type, 
(ii) la suite spectrale associee convergente vers le grad& de la 
cohomologie de De Rham, 
(iii) pour tout T, un complexe de De Rham holomorphe dont la 
cohomologie est le premier terme de la suite spectrale preddente, 
(iv) enfin, nous montrons que le gradue de la cohomologie ne depend 
pas de T si T est grand. 
1. La thCorie de Hodge sur une variCtC lisse 
Dans cette partie, nous rappelons bribvement la theorie de Hodge dans le 
cas d’une variete lisse, en particulier d’une variete kahlerienne compacte. 
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1.1. Filtration par le type 
Soit S une variete analytique complexe (lisse) de dimension complexe n. 
Pour tout 0 5 k < n, on definit le faisceau Ai des formes differentielles 
C” de degre k sur S. On sait que le complexe de De Rham 
VW 0 * 
k d o + cs -+ A, + A; -+ . . -+ As -+ A, I;+1 ---f 
est une resolution du faisceau constant Cs, le d Ctant la differentielle 
exterieure et les faisceaux A: &ant des faisceaux fins. 
Si U est un ouvert de S, ou on peut definir des coordonnees complexes 
(a, .“, zn ), toute forme de degre k s’ecrit localement 
T= c lIl+lJl=k ‘rrl,.,d.zl A &” 
oti I, J sont des multi-index ordonnes. 
I = {il < . . < ip} J = {jl < . . . < j,} 
avec la restriction 111 + 1 JI E p + 4 = k et dz’ designant comme 
toujours le produit exterieur dz” A . . . A d,h. Une forme est dite de 
type (p, Q), p + Q = k, si elle ne comporte dans sa decomposition que 
des composantes dz’ A d.?? avec 11) = p, 1 JI = 4 et Cvidemment cette 
notion est intrinsequement definie. Toute forme de degre k se decompose 




oii T(P,~) est de type (p, q). 
D’autre part, on d&nit sur At une filtration dbcroissante, appelee 
usuellement filtration de Hodge : F*At est l’ensemble des formes Cx 
de A> dont la decomposition en type ne comporte que des composantes 
de type (r, 3) avec T 2 p, done Fp Ai est l’espace des formes x de 




Une telle forme est dite de type > p et Cvidemment l’operateur d preserve 
la filtration 
d : FPA;, + F”A; 
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1.2. Suite spectrale associCe B la filtration de Hodge 
La theorie de LERAY [9] permet de definir immediatement les concepts 
suivants : 
(1) Si h est une classe de cohomologie de S, on peut dire qu’elle est de 
type 2 p, si il existe un element 7r E At, d-fern@ de type > p dans 
cette classe de cohomologie. 
Done la filtration de Hodge sur le complexe de De Rham induit une 
filtration sur la cohomologie de De Rham du faisceau constant Cs et on 
peut definir 
(i) FP H, (S, Cs) qui est une suite decroissante d’espaces vectoriels 
(ii) les gradues associes Gp H (S, Cs) 
Gp H. (S, Cs) = Fp H. (S, Cs)/Fp+l H. (S, C,) . 
(2) Une suite spectrale associee I$>’ (pour r 1 1) avec une differentielle 
d, : E;>‘” -.+ E;+‘++l. 
Rappelons brievement les definitions : on d&nit des cocycles appro- 
ximatifs 
et on pose 
L’operateur d induit par definition un operateur d, : Ef’ ’ --f Ef+‘, Ic+’ et 
done un complexe dont la cohomologie (en tant que complexe) est Ef’;.,. 
(3) De plus, sous des hypotheses abstraites trbs g&&ales, LERAY a montre 
que la suite spectrale EF” converge vers le grad& de la cohomologie de 
Cs, i.e. pour r assez grand, 
Ef,. = Gp H. (S, Cs). 
Toute cette theorie est extremement g&&ale (voir [9] et [5] pour un 
resume). 
Remarque. - Nous n’utilisons pas tout a fait les mCmes conventions que 
d’ habitude. 
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1.3. Le complexe de De Rham holomorphe 
Notons $ le faisceau des (p, 0)-formes holomorphes sur S, done 
localement de telles formes s’ecrivent 
w= c III=!) wIdzl 
avec WI holomorphe. En particulier fl; = 0s est le faisceau des fonctions 
holomorphes. Le complexe de De Rham holomorphe est 
Ce complexe est localement exact, mais ne permet pas de calculer la 
cohomologie de Cs parce que les Qi ont eux-memes de la cohomologie. 
D’autre part, chaque faisceau Sz: a une resolution de Dolbeault 
WP) 0 -+ n2”s + g” 5 pl + . . . a p.4+1 S -+ Aps,Q --+ A, .-.+ . . . 
ou Rcq est le faisceau des formes Cx de type p, Q. 
C’est a ce niveau que l’on retrouve la relation entre la structure analytique 
complexe et la cohomologie du faisceau Cs. En effet, le premier terme 
de la suite spectrale {I$>.} est exactement 
E;lp+q = H”(S, Ct”s). 
D’autre part, la differentielle dl est exactement 
dl : Hq(S,R;) -+ Hq(S,$+l) 
induite par la differentielle de De Rham naturelle d : f2$ -+ fig’+] du 
complexe de De Rham holomorphe. 
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On peut aussi fabriquer un complexe double 
dont la lhre ligne est exacte, les colonnes sont exactes et les faisceaux 
sont fins sauf ceux de la premiere ligne. Lorsqu’on a une telle situation, 
le faisceau Cs admet une resolution par le complexe diagonal, i.e. par 
le complexe 
Ao.0 
s ’ A;’ G I A;‘, A$” $ A;’ $ Ai’, . . . 
avec leurs differentielles naturelles induites par celles des lignes et colonnes 
du diagramme. Mais cette resolution n’est autre que la resolution classique 
de De Rham, ou l’on a mis en evidence la decomposition en type. 
1.4. Le cas kiihlCrien compact 
Supposons maintenant S w-i&C compacte kahlerienne. Dans ce cas, la 
suite spectrale E$‘p+q degenere au rang 1, i.e. 
Ey7q+q = G”f$P+q( S, C,) 
et la differentielle dr est identiquement nulle. Le resultat est la thtorie de 
Hodge a proprement parler et est extremement profond. Sa demonstration 
necessite la representation des classes de cohomologie par des formes 
harmoniques, d’une part et des identites de geometric differentielle 
identifiant les differents laplaciens calcules avec d, 8 ou d. 
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En d’autres termes, toute classe de cohomologie h E HJ’+q(S. Cs) se 
decompose de facon unique en 
h = c,+,=, hp.q 
ou les hP*q sont des classes de cohomologie de degre p + Q du faisceau 
Cs, mais sont aussi des classes de cohomologie hP>q E W(S, 02) des 
faisceaux holomorphes sur S. 
1.5. Comparaison de cohomologie 
(a) G&&-alit& 
Considerons la situation suivante 
$9 : s2 --+ S] 
oti Sr , S2 sont des varietes k2hlCriennes compactes, cp un morphisme 
analytique qui est un isomorphisme en dehors d’un sous-ensemble 
analytique propre, i.e., il existe des sous-ensembles analytiques Xi c Si 
avec 
(PIsp-A-* : s2 - x2 --+ Sl - Xl 
qui est isomorphisme. fividemment, cp induit une application naturelle 
cp* : H4(S1 > Q”s, 1 + fqS2, R3 
(obtenue en prenant l’image reciproque par cp des formes de type (p,q) 
donnant la resolution de Gg, ). 
L.e rksultat fondamental est que cp* est injectif. 
Dtfmonstration. - Soit [T] E HQ(Sr , @) tel que (P*[T] = 0. Soit 
w E II”-Q(&, R::“). On a done 
J 
@IT A w = 0. 
En particulier, si w = ‘p*w’ ou [z’] E Hn-q(Sr, a;,“), on a done 
s 
(p*(7r A w’) = 0. 
Sa 
Mais comme cp est biholomorphe sauf sur un ensemble de mesure 0, on a 
J 7r A w’ = lim,,o J T A w’ = lim,,o (p* (7r Aw') S2 s1 -C', J sr$‘-l(U,) 
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06 U, est un voisinage de mesure < E de X1. Alors par dualite, [T] = 0. 
Ce resultat s’etend en fait au cas oti l’on remplace a:, et fl& par des 
fib& Es, et Es, avec Es, = v*Es, au sens des fib&. 
(b) Cas de 2 &latements successifS 
Soit maintenant S un espace singulier etsoit ,!?L+ S une resolution des 
singularites obtenue par Cclatement et cp : 5’2 --t S1 un autre Cclatement. 
Soit enfin Xl, 22 les diviseurs exceptionnels. 
THI~OR~ME. - cp induit une injection 
Preuve. - C’est un cas particulier du theoreme precedent du (a) car 
y2*s2; 
1 
(log&) = “5 (logX2) 
2 
(pour voir la demiere Cgalite, on remarquera que dans un Cclatement 
x = u, y = uv 
du dx du du dv -=- -= 
U x Y u+u 
4 et on utilisera que a!$ (log X) est par definition gCnCre par - oti C = 0 
est une equation locale de X, irreductible ou non). 
5 
2. Complexes de De Rham associbs Ir un diviseur 
2.1. Complexes de formes s’annulant sur D 
(a) Notations 
Soit M  une variCtC analytique complexe, D un diviseur lisse de M. Dans 
un ouvert de carte locale U, D n U a une equation locale reduite [ = 0 et 
on choisira darts U des coordonnees locales (z, C) ou x = (~1, . f .,&z-l > 
sont des coordonnees le long de D rl U. 
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Lorsqu’on passe d’un ouvert U a un ouvert U’ on change alors de 
coordonnees (z’, [‘) ---t (z, S) avec des formules 
(2.1) 
C 
z = (o(d) 
c’ = C’TW S’> avec. f$(z’,O) # 0. 
Les differentielles se transforment selon : 
On notera R& (log D) le faisceau des differentielles de degre p engendre 
4 sur 0~ par les d.9 et -. 
c 
Enfin on note ID l’ideal de II engendre par l’equation locale (‘ de D 
(b) Faisceaux de formes nulles sur D 
On definit, pour z 2 1, les faisceaux 
ou A?: est le faisceau des formes C” de type (0, Q) sur M. 
LEMME 2.1. - Le faisceau (1;; @ flL (log D)) @ AZ est un faisceau Jin 
dont les e’lments sont des formes de type (p, q) h coefhients C” sur M 
ayant les propri&?s suivantes : 
(i) les coeficients s’annulent b l’ordre r - 1 sur D, 
(ii) les coejficients des composantes de type dz’ A W 02 W est de type 
Purl (0, cd et III = P s’annulent ci l’ordre r sur D, 
(iii) les coefJicients des composantes de type dz’ A d< A W oh W est de 
typepur, (0,q) et IJI = p - 1 s’annulent & l’ordre r - 1 sur D. 
Preuve. - Elle est immediate parce que, darts la definition (2.3) d< 
apparait toujours sous la forme 7 (ce n’est Cvidemment pas le cas de d(‘). 
Definissons maintenant : 
TOME 122 - 1998 - No 3 
THBORIE DE HODGE ET COMPLEXES DE DE RHAM 173 
;;ikr M D sont done des formes C” de degre lc sur A4 dont les composantes 
de type (p, q) ont les proprietes du lemme 2.1. 11 est facile de voir que 
la differentielle exterieure d opere 
LEMME 2.2. - L,e complexe {iG,n, d} est localement exact. 
Preuve. - Soit un point 0 E D, un voisinage ouvert U de 0 ayant les 
coordonnees locales (z, <) comme au (a) < = 0 &ant l’equation de D n U. 
Soit a une forme de degre k qui est d-fermee sur U. On suppose le point 0 
ayant les coordonnees (0,O). Un point z E U voisin de 0 est identifie a 
ses coordonnees (z, <) et on lui associe le champ radial 
(2.6) Q&+~k&)+~$+~~. 
L’operateur de Poincare est defini par la formule 
(2.7) P41(4 = $ tk-ldt(a(tz), 2 A VI). 
Ici I est un multi-indice de longueur k - 1, V’ est le produit exterieur 
des vecteurs de coordonnees correspondants a ce multi-indice, ta: est le 
point (tz, t<) (0 5 t < 1) et (Q, IV) est la valeur de la forme Q : sur le 
produit exterieur de vecteurs IV. 
On sait bien que si Q  est fermee, Pa definit une forme C” sur U 
telle que 
dPa = Q  
11 suffit de montrer que Pa E xL;b;“. 
le’ cas : k = 1 
Dans ce cas, Pa est une fonction definie par 
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Or azk, ek, QT contiennent I” en facteur et QC contient <‘-l en facteur 
done <’ est bien en facteur dans l’intkgrale pr&Cdente. 
2e cas : k > 1 
Dans l’kquation (2.7), nous distinguerons deux cas pour le multi-indice I 
l”Icorrespond~dz”AGoti55estdetypepour(0,q)et II’(+q= k-1 
Done V’ correspond B un produit exth-ieur de vecteurs 
8 I’ 
( > dz 
A 2 oil 
n est un produit exthieur de q vecteurs du type & ou 8. 
a< 
Calculons (cy(kr), 2 A VI) : cela donne lieu h deux types de termes : 
des termes 
(@x). (i’$ + c,“s: (Zk& +&)) A VI> 
qui font intervenir des composantes ct<~ (TV) oh J est un multi-indice ne 
contenant pas d<. Ces termes contiennent done <” en facteur. 
Ensuite des termes du type 
(a(t:r). (c$) A+) 
faisant intervenir des composantes Q,J (tx) avec J multi-indice contenant 
d<. Ces composantes contiennent [‘-l en facteur, done les termes 
correspondants dans l’intkgrale contiennent [’ en facteurs. 
Au total (Pa)1 contient bien 5’ en facteur si I ne contient pas dc. 
2’ I correspond b d[ A dz”’ A W oii W est de type pur (0, q) 
(4 + II”1 + 1 = 5). 
Dans la formule (2.7), V’ est un produit extkrieur d A 
x 
Alors 2 A V’ ne contient que 
et (a(t.x), 2 A V’) fait intervenir am oh J est multi-indice contenant 
d[, et done cet a~ contient CT-’ en facteur. Done le (Pa)1 correspondant 
contient [‘-l en facteur. 
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2.2. Jets de fonctions et de formes sur un diviseur lisse 
(a) Jet d’une fonction SW D 
Soit f une fonction C” dkfinie sur un ouvert U oti D a l’kquation 
C = 0. On d&nit le jet h l’ordre T - 1 de f sur D par 
c’est done le dkveloppement de Taylor de f par rapport h [ et 3, B l’ordre 
T - 1 en C et h l’ordre 00 en <. 
(b) Jet d’une fonction sur D 
Soit 7r = Br&’ une forme Cc” sur l’ouvert U de degrC k. 
Appelons composante tangentielle holomorphe une composante 
rJ,l<dzJ A GJi oti IJI + (K( = k, et WI’ est un produit extkrieur de 
d?? et d< Cventuellement. 
Appelons composante transverse holomorphe, une composante 
n<,J,I<dC A dzJ A Zli avec IJI + /K/ + 1 = 5 et Gj” est un produit 
extkrieur de fij et d< Cventuellement. 
On peut done dCfinir j$)(aJ,I<) et jg)(s<,j,I<) par la formule (2.8); 
On d&nit maintenant 
Remarque 1. - 11 faut ici prkiser que l’on posera 
(2.10) g(f) 5 0 si r<O 
de sorte que &-“’ (nc,~,~) = 0 si T  = 1. 
Remarque 2. - Si f est une fonction sur M , alors dkfinissons jbw’ (f) 
le dkveloppement de Taylor formel ?I l’ordre infini en 5 et 3. On voit que 
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.igTf) - g-‘)(f) 6 GG[C> 71 
oti C)E[[, <] designe les series formelles en 5, < a coefficients C” des 
coordonnees z de D (le complete formel C* le long de D de C-e). 
De mCme si rr est une k-forme sur A4 et si $‘(r) est le dtveloppement 
de Taylor formel a l’ordre infini en <, < (coefficient par coefficient), on 
voit que 
ou A$r[c, <] designe les (0, q) formes formelles en <, c a coefficients C” 
des coordonnees z de D. 
LEMME 2.3. - On a 
(2.11) &-‘)(r) = &-l’(d*) 
oh on calcule le d d’un de’veloppement formel en diffe’rentiant aussi les 
shies formelles en 5, (. 
Preuve. - La demonstration est imrkdiate. En particulier cette definition 
est coherente avec la convention (2.10). 
LEMME 2.4. - Les formes X$, sont les formes de A$ telles que 
p(T) = 0. 
Preuve. - Les formes de xk3’ M D sont les formes 7r dont les composantes 
tangentielles holomorphes ont p en facteurs, done les derivbes d’ordre 
.!? < T en 5 et de n’importe quel ordre en < contiennent <“-’ en facteurs 
et s’annulent. De mCme pour les composantes transverses holomorphes 
qui contiennent (r-r en facteur. 
2.3. Complexes de De Rham asso& B un diviseur 
(a) DEFINITION DES FORMES 
Soit toujours M une w-i&C analytique complexe de dimension n et D 
un diviseur lisse. On va definir des faisceaux AZ, de la faGon suivante : 
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(i) si m est un point de M\D, on pose 
(12$&n = G&l 
(done les formes differentielles usuelles en m), 
(ii) si m est un point de D, U un voisinage ouvert de M, un Clement 
rr E l?(U, A:;,) est un Clement 9r E F(U, hi,) tel que 
(2.12) 
ou TID est la restriction a D de T en tant que forme differentielle (i.e. on 
fait 5 = < = 0, d[ = 0, d< = 0). 
Localement, darts l’ouvert U ayant les coordonnees locales (z, S), T\D 
est done une forme de degre k en les dz, CE a coefficients ne dependants 
que de z, Z et on peut, localement, la considerer comme une forme 57 sur 
U ayant cette structure. Alors T - iF est telle que 
jg-l)(yr - ;;;) = 0 
et rr - 5 est exactement dans A$;“,. 
On pourra done Ccrire symboliquement que 
(2.13) 
(b) LA D&INITION EST INTRINSkQUE 
LEMME 2.5. - La condition (2.12) de la dkjnition de AsD est 
intrinstque. 
Preuve. - Nous effectuons un changement de coordondes du type 
(2.1) avec les formules de transformation des derivees et des differentielles 
don&es en (2.2). Considerons une forme 71 dans les coordonnees (z’, S’) et 
regardons comment est obtenu une composante I’rI’,Kl (K’ referant comme 
toujours aux dZ’, d<‘). gvidemment dans (2.12), la restriction a D de la 
forme T est une notion intrindque independant du choix des coordondes. 
Nous distinguerons done 4 cas : 
le’ cas : I’ et K’ sont purement tangentiels (sans d<‘, ni d<‘). 
Les formules (2.2) montrent que n~,~~~ est combinaison des quantites 
suivantes : 
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(i) des KI,K avec I, K purement tangentiels B coefficients fonction 
seulement de z, Z, 
(ii) des Cn(,l.~ avec J, K purement tangentiels B coefficients fonctions 
de C, c, 
(iii) des T7rJ,yli avec J, K purement tdngentiels, 
(iv) des C <qJ,r>Ii avec J, K purement tangentiels. 
Alors TT~~,~~~c=o est combinaison des T~,~~[c=o avec I, K purement 
tangentiels et cela reconstituera la restriction (au sens des formes) de 7~1~. 
Les dCrivCes en 5, 3 d’ordre total i + j > 1 de ~II,KI, d’ordre 
0 5 i 5 T - 1 en <, d’ordre j > 0 en c, sont done combinaison des 
quantitts suivantes : 
(i) de ces memes dCrivCes de x1,1< avec I, K tangentiels qui sont 
nulles par la condition (2.12), 
(ii) de dCrivCes d’ordre 5 T - 2 en < de r(,l,li et d’ordre quelconque 




qui sont nulles pour [ = 0, 
(iii) de dCrivCes d’ordre < T - 1 en < est d’ordre quelconque en < de 
xJ,TIi qui sont nulles par la condition (2.12), 
(iv) de dCrivCes d’ordre _< T - 2 en [ et d’ordre quelconque en < et 
de dCrivCes d’ordre T - 1 en C, d’ordre quelconque en t, mais multiplike 
par C des TT~J,C~~ qui sont done nulles. 
2e cas : I’ est purement tangentiel, K’ contient d<‘. 
D’aprh les formules (2.2) une telle composante de type 7rI, TV-, (qui 
’ donnera 0 par restriction au sens des formes) est combinaison 
(i) des rI cl<, I, K purement tangentiels, 
Les dCrivCes en < d’ordre i < T - 1 et en 3 d’ordre j, sont combinaisons 
(i) des dCrivCes d’ordre < T- - 1 en c et d’ordre > 0 en 3 des rI ?K 
qui sont nulles par la condition (2.2), 
(ii) des d&i2r_sI:ordre < T - 2 en <, d’ordre quelconque en < des 
ncJ,cIi et de C 
TIiI,SK 
apa~@ 
nulles en < = 0. 
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3e cas : K’ est purement tangentiel, I’ contient d<‘. 
On regarde done une composante xc J~,~c~ (qui donnera aussi 0 par 
restriction de formes h D). Elle est combinaison linkaire 
(i) des T~J,K avec J, K purement tangentiels, 
(ii) des <T C J,@ avec J, K purement tangentiels. 
Une dCrivCe d’ordre i 5 T - 2 en C et d’ordre j 2 0 en < de nC,J/,lif 
est done combinaison 
(i) de dCrivCes d’ordre 5 T - 2 en c, d’ordre 2 0 en T de T<J,li qui 
sont done nulles par la condition (2.2), 
(ii) de dCrivCes d’ordre 5 T - 2 en C, d’ordre > 0 en 3 des r,..rIi 
Cgalement nulles. 
4e cas : K’ et L’ contiennent d<’ et d<’ respectivement. 
Le calcul est le meme. 
(C) LES FAISCEAUX SONT FINS 
LEMME 2.6. - Les faisceaux hzD sont jins. 
Preuve. - Comme toujours dans ces questions, on utilisera des partitions 
de l’unid associCes h des recouvrements particuliers. Recouvrons d’abord 
M , par un recouvrement ouvert 24, form6 d’un ouvert U voisinage tubulaire 
de D et d’ouverts de carte locale ( U;)icl avec Ui flD = 0. Soit en partition 
de l’unitk (xv, xv,) assock! it ce recouvrement avec yyu (resp. X.TJ,) h 
support dans U (resp. Ui) et xu = 1 au voisinage de D. 
Ensuite, recouvrons U par un recouvrement ouvert V form6 d’ouverts de 
cartes locales Vj de sorte que vk soit localement un produit (vk fl 0) x wk 
avec wk un ouvert de C (de coordonnCe <). 
Soit Cpk une partition de l’unitd de U subordonnke aux vk avec toutes 
les d&ivCes transverses B D nulles. Par exemple, on prend une partition 
de l’unitk Cpk subordonnke au recouvrement ouvert D fl vk de D et on 
prolonge qk par oubli de 5, < au produit carthien vk = (Vj fl 0) x wk. 
Alors Cpk est une partition de l’unit6 de U (noter que les (p]E ne sont pas 
a support Compact dans vk dans la direction wk, mak 21 support compact 
dans la direction vk fl 0). 
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Soit le recouvrement ouvert (Vk, Ui). DCfinissons les (XI;, = x~~(PL,, 
XL;,). Alors xl,;, est B support compact dans Vk, puisque ~1’ est h support 
dans U et que Cpk provient d’une fonction ZI support compact dans Vk n D. 
Clairement CX~~ + Cxr: = 1. 
2.4. Exactitude locale du complexe de De Rham associC ZI un diviseur 
THBORGME 2.7. - Le complexe de faisceauxfins 
est une rCsolution fine du faisceau constant (3-u de M. 
Preuve. - On vCrifie immediatement que d op&re de i\:gD dans A!$k’ 
puisque par (2.11) 
djj;‘-‘I(,) = &-“(dr) 
et que d commute B la restriction. 
On vCrifie aussi que CIil s’injecte dans A2iD comme fonction constante 
et son image est Cvidemment le noyau du d. 
L’exactitude locale est immCdiate. Soit T de Ail;T fermke. Alors TlD 
est fermCe et done localement T)D = daD pour une forme Qg sur D 
dCfinie localement. Prolongeons ag en z au voisinage de D (en oubliant 
C, <, d[, d<) de sorte que 6 est bien dans A$, (avec T = +x). Alors 
IT - dG est dans X2$ et est fermCe done localement est d@ oti j3 E x”;:, 
(lemme 2.2), done TT = d(6 + /3) et cll + ,l3 est bien dans A$,. 
Remarque. - On peut toujours, pour dCfinir une rholution de C, 
imposer aux formes des conditions transverses h une sous-vari6t6 (mais 
pas longitudinales h cette sous-vari6tC). 
3. Complexe de De Rham d’un espace singulier 
3.1. HypothGses sur l’espace analytique 
Soit S un espace analytique reduit, X son lieu singulier. Nous 
supposerons X lisse. Soit 
(p:s+s 
une dCsingularisation obtenue par Cclatements de sous-variCds lisses (c’est 
le cas des dhingularisations d’Hironka) et %! = (p-l(X) le diviseur 
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exceptionnel. Nous supposerons, duns ce travail, que 2 est. irrkductible, 
lisse. 
Soit Ix l’ideal de X. On sait qu’il existe un T tel que si U est un 
ouvert assez petit de S 
Hyp-l(u), I$) = 0 pour p > 0 
et pour tout faisceau F de C3F-modules, on peut trouver T avec 
H”(@‘(U),Ik 8’0, F) = 0 pour p > 0. 
3.2. Partitions de 1’unitC sur S 
Nous aurons besoin de partitions de l’unite speciales sur S. Celles-ci 
ont et6 construites dans [2] (lemma 3.1) et nous rappelons brikvement 
leur construction et leurs proprietes. On recouvre S par des petits ouverts 
(“i)iEl, (vj)jEJ avec Vj n X = 0, Vj ouverts de carte locale dans S - X 
et Uj n X ouvert de carte locale de X. 
Alors S est recouvert par le recouvrement 
Soit {p, &} une partition de l’unite subordonnee a ce recouvrement 
(7; a support dans-6, & a support compact dans cp-r (vj)) et de plus 5 E 1 
au voisinage de X. Soit (Xi)iE1 une partition C” de l’unite subordonnee 
au recouvrement I& f7 X de X. 
Si 6 est assez petit, il existe une retraction T : 15 + X. Soit 
gj = x; 0 ‘ply 0 T. 
Soit alors {g; . p, &}. C’est une partition de l’unite subordonnee 
au recouvrement { cp-’ (U;), cp-’ (Vj)} telles que toutes les derivees 
transverses (en C, <) de Ti jT sur X soient 0. De plus Xidz = X; o ‘p(,u. 
3.3. Le complexe de De Rham sur S 
(a) DI~FINITION DES FORMES DIFF~ENTIELLES SUR S 
Soit un espace analytiq_ue S satisfaisant les hypotheses du 3.1, X son 
lieu singulier lisse, cp : S + S une resolution des singular&es comme 
en 3.1, X = q-r (X) le diviseur exceptionnel irreductible. 
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Soit m E 5’ - X, on definit les germes A:;$ de k-formes differentielles 
en m comme &ant les formes differentielles ordinaires au voisinage de m 
dans S (puisque S est lisse en m) ou encore comme Rk S.q-l(m) 
Soit maintenant m E X, U un petit voisinage ouvert de m dans S. 
On definit une section rr E I’(U, A>“) comme &ant une section C’%, 
TT E I’(~-l(U), A$ [(oh A$ a Cte defini comme au chapitre 2)] 
tel que 
(34 4y = ((Pl,>*Q 
oti o est une forme differentielle C” sur U fl X (au sens usuel car X 
est lisse). 
gvidemment d opere dans A,” et d&nit un complexe. 
(b) LES FAISCEAUX DE FORMES SONT FINS 
LEMME 3.1. - Les faisceaux A>’ sont jins. 
Preuve. - On utilise des partitions de l’unite comme en 3.2. Ces 
partitions de l’unite sont done obtenues en prenant un recouvrement ouvert 
de S par des ouverts (Ui)icl et (Vj)j,,J avec Vj nX = 0 et en considerant 
alors le recouvrement ouvert {((P-~(.?&))~I, ((P-l(V,)icj} de S. On a 
construit en 3.2 une partition de l’unite, {(Bi)iE1, (dj)jEj} subordonnee a 
ce recouvrement de S avec les proprietes suivantes 
(9 &I,? = xi 0 cpl,y, d one 8;] \- provient d’une fonction (7x sur X; 
(ii) les derivees en 5 et c des 6; le long de X sont toutes nulles a 
tout ordre. 
Par consequent, si T E lI’(U, A>“), il est clair que &T E I’(& At”) 
car la restriction a X de 19in provient de X par image reciproque et de 
plus les derivees en 5 et < de QT s’annulent dans les m&mes conditions 
que celles de T. 
(c) EXACTITUDE LOCALE 
THJ?ORI?ME 3.2. - Le complexe de faisceaux 
(DR>r o~Cs~AO,“-iA~“i...iA~“-tA, k-+1? --f . . 
est une r&solution fine de Cs 
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Preuve. - (1) evidemment Cs s’injecte dans A?/ et un Clement 
f E I’(U, hOST) avec df = 0 est localement constant dans cp-r (U). Mais 
comme f I,- provient de X, f est constant dans cp-l (U). 
(2) Soit maintenant T E I’(U, A2r)(k > 1) avec &r = 0. Done 
TT E I’((p-l(U), A;‘:) et &r = 0. De plus, nous savons que 
e = ((pI,y)*a oil cu’E r(U n X,Rk) et comme d(7r.l~) = 0, da = 0 
car PI,, est de rang maximal presque partout sur X. D’apres le lemme de 
Poincare usuel sur l’ouvert lisse U n X, cy = d,L? et done 
(3.2) rl,y = 4b++)*P)- 
Maintenant, nous utiliserons le theoreme de comparaison de cohomologie 
de [I] de la facon suivante. Considerons l’ouvert cp-’ (U) et considerons 
le morphisme de resolutions suivant : 
0 --t c,-l(U) -+ O ,r As y ,I 
--f A& -+ . -+ A% -3 Ag+g -+ . f ,* s.s 
1 1 1 1 i 
0 -+ c, --) A; -+ I+ ---f...+ hk --t A?’ + . . . 
ou les fleches verticales sont les restrictions. D’apres le chapitre 2, la 
premiere ligne est une resolution de Cg et la seconde ligne est le 
complexe de De Rham usuel de 2. D’autre part, si U est assez petit 
il y a une retraction T : 9-l (U) - -+ X et done le morphisme de restriction 
C,-1(u) -+ CT induit un isomorphisme en cohomologie de Tech. Le 
theoreme de comparaison de cohomologie nous permet de conclure que 
le morphisme de resolutions decrit ci-dessus, induit un isomorphisme en 
cohomologie de De Rham des resolutions. Cela signifie que si un Clement 
de I’(‘p-l (U), A:k) est d-ferme et si il est d-exact en restriction a 
X, alors il est exact dans A!&. Par consequent, d’apres (3.2), il existe 
.i 
w E I’((p-l(U), AkZ$), avec 
(3.3) T = dw 
et B cause de (3.2), on deduit 
(34 44,y - M,$*P) = 0. 
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Prolongeons ((pip (q ui est une k - I-forme sur X) en une forme 
C” sur 9-l (U) a derivees transverses en < et T tomes nulles sur X (cela 
est possible localement en haut le long de X, puis ensuite, on utilise une 
partition de I’unid). Soit p cette extension. Alors de (3.4), il vient 
(3.5) d((w - Y)(*y) = 0. 
Done (w - ,?) 1,~ definit une classe de cohomologie de degre Ic - 1 de 
X. D’apres le theoreme de comparaison de cohomologie, il existe done 
une forme de degre k - 1, w’ E r((p-l(U), As?;“‘), d-fen&e telle que ‘ 
(3.6) (w - &IA? = ~‘1,~ + dli,, dw’ = 0. 
oii 11, est une (k - 2)-forme de 2. 
fitendons $ en & avec-derivees transverses toutes nulles. Alors, en 
posant WI’ = w - w’ - d7jl, on a 
(3.7) T = dw” 
WI1 I,;;; = Pl*y = (Pl,y)*P 
de sorte que w” E A$-r” sur U. 
4. Complexes de De Rham holomorphes 
4.1. DCfinition des complexes de De Rham holomorphes 
Nous nous plaeons toujours dans les hypotheses du paragraphe 3.1. 
(a) Nous voulons d&inir des faisceaux holomorphes fl$r 
(1) si m est un point de S - X, done non singulier, nous definissons 
Q$‘& comme les germes de (p, 0)-formes holomorphes sur S en m (ou 
sur S en cp-’ (m) puisque cp est holomorphe pres de cp-r (m)). 
(2) soit maintenant m E X, U un voisinage ouvert de m. On dira que 
w est une section de r(U, RF’), si w est une section de I’((p-l (U), Q$) 
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(done une (p, 0)-forme holomorphe de ,? sur (p-P(U)) qui est dans 
l?(U, 0?/) done telle que w est une section de I’(‘p-l(U), A$>) 
avec wIdy = ((p~)*a oti a! est necessairement alors une (p, 0) forme 
holomorphe de I’(U n X, a$). 
Remarquons que R$” n’est pas 0s : en effet, dire que f E I’(U, @Jr), 
c’est dire que f est done fonction holomorphe de s sur 9-l (U) telle que 
j!!-‘)(f, = g o ‘pJ,y ou g E I’(U fl X, 0~). Done f est localement dans 
S, g o ‘pi,? (mod IL--) et on peut done conclure : 
LEMME 4.1. - Si S est normal, et si r = 1, alors Cl?l = 6s. 
Cependant, les 0:’ sont Cvidemment des @ !“-modules. 
(b) Faiseaux Cl”’ s ;T dam ,? 
Definissons encd;e flpl’ s,s comme &ant le faisceau des (p, 0) formes 
holomorphes dans !? qui sont dans A!$‘?. 11 est clair qu’on a une suite 
:’ 
exacte courte dans s 
On deduit 
LEMME 4.2. - Si r est assez grand pour que 
(4.2) II1(cp-l(u), I: c3 Q$(log 2)) = 0 
od U est ouvert assez petit de S, alors on a une suite exacte courte 
(4.3) 0 -+ cp*(Ik @ I a2S(log X)) --t RtT + fl$ -+ 0. 
Preuve. - On Ccrit la suite exacte longue de cohomologie associee 
a (4.1) sur cp-l (U) et on dtduit done une suite exacte courte 
0 --f IIO((p-l(u), Ik @  @-(log 2)) 
+ I1°($9-l(u), “EL) --f II”(cp-l(u), cl;, --+ 0. 
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En particulier toute section holomorphe de fl$ se prolonge en une 
section holomorphe de Q?- 
S.X 
sur 9-l (U) et done (4.3) a lieu. 
4.2. Le complexe de De Rham holomorphe sur S 
(a) Dkjnition 
On a Cvidemment un complexe de De Rham holomorphe sur S a savoir 
oti d est defini par la differentielle exdrieure ordinaire dans 
THGORGME 4.3. - Pour r assez grand, le complexe de De Rham 
holomorphe (DRH) est une r&solution de Cs. 
Remarque. - r assez grand est choisi ici de sorte que pour tout ouvert 
U assez petit de S, tout p 2 0, tout Q 2 1, on a 
P-5) Hy(p-l(u), 1: @ &(log X)) = 0 
(b) Dkmonstration du the!oGme 4.3 
Soit U un petit ouvert de S (voisinage d’un point 0 E X), w une 
section de 0:’ sur U, d-fermee. Cela signifie que w E I’(cp-’ (U), Q$) 
et dw = 0. De plus 
WI2 = cp*a 
oti Q E I’( U II X, 0%) et comme cp est presque partout de rang maximal, 
da! = 0. Done par le theorltme de De Rham holomorphe sur la variCte 
lisse X, il existe ,LI E l?(U n X, 0%‘) avec Q = d,0. 
Maintenant, par le lemme 4.2, il existe p section sur U de $-r” avec 




(w - dp)Iz = 0. 
w’ = w - dp. 
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Alors comme ~‘(2 = 0 par (4.6), on deduit (suite exacte du lemme 4.2) 
que 
(4.7) 
w’ E r((p-l(u), 1: c3 @$log 2)) 
dw’ = dw = 0 
Recouvrons alors cp-l (U), par de petits ouverts U; dans ,!? de sorte que 
P-8) W’~IJ, = dri 
oa 7r; E ryui, I$ @ @$log 2)). 
Cela se demontre comme au lemme 2.2 du chapitre 2. 
Dans U;j = Ui n Uj, on a d(ri - ~j) = 0 done a nouveau 
(4.9) 
Oii 
(4.10) 0i.j E ryuij, 1: 63 R;-“(log 2)). 
le’ cm : p = 1. 
En fait 7ri E I’(U;, Ii) et done 7ri - ~j = cij constante, mais cette 
constante est nulle (car ~~12) = 0) et done [pi] d&nit un Clement 
r E q@(u), I;) t e w’ = dn done w = d(/3 + T) est exacte dans 
le complexe de De Rham holomorphe : 
2e cas : p = 2. 
Dans ce cas l’equation (4.10) dit que O;j E I’( U;j , 1:) et (4.9) implique 
w 
d(Oij + @jk + oki) = 0 
d’ou 8ij + fljk + &i = 0 (c’est une constante dans l’ideal I,;). 
Alors {O;j } est un 1-cocycle sur cp-’ (U) de IT done pour T grand 
3- B;j = 0; - 8j et si on pose T: = 7ri - dOi, on a ri - ?r$ sur Uij, done 
les T: definissent une section globale 
2 E r+++(u), I; f3 fi$iog 2)) 
et w’ = dn’, done w = d(P + n) est w est encore exacte. 
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3e cas : p = 3. 
On a alors sur Uij, = U, n lJl n Uk 
d(Oij + Ojk + Ok,) = 0. 
Done 
Oil 
Oij + Oj, + Oki = dfijk 
Finalement {Fiji} est un 2-cocycle de I’r_ sur cp-l (U), done est trivial 
f . 
fJk 
= f, + f.k a; f ‘J J ka 
et quitte a changer 8ij ou Oij - fij, on a alors Bij + Qj, + Oki = 0 done 
[&j] est un 1-cocycle de 1.: @ Q$log 2) sur (p-r(U), done est trivial 
Oij = Oj - 0,~ 
et changeant pi en T: = ri - dOi, on obtient ainsi que le [T:] forment 
une section globale sur 9-r (U) de 1: @ n?-(log 2) avec w’ = d7r’ et 
w = d(,?? + K’). 
Le cas p general se traite de la facon habituelle. 
4.3. Rkolution des faisceaux Q$’ 
Revenons au chapitre 3 et aux faisceaux A>’ que nous avions alors 
definis. Notons At’qi’r le sous-faisceau de A:r form6 des formes de type 
(P, 4) (lorve k = P + s>. 
LEMME 4.4. - L’ope’rateur 8 de 5 induit un complexe 
3 : *pd“ i *yl+l).r 
Preuve. - En effet 
et d’autre part si T satisfait la condition 
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alors % T  satisfait aussi cette condition. En effet, examinons les 
composantes de  &r p&s de  g. 
lo (%T)I.J avec J purement tangentiel. 
Une telle composante ne  peut Ctre obtenue qu’en prenant des & de  
composantes TI.J~ avec J’ purement tangentiel. Ma is alors les dCrivCes 
d’ordre i en  5  et d’ordre quelconque en  3  de  (dn)~,~ sont des combinaisons 
1inCaires de  dCriv6es g  de  dCrivCes d’ordre i en  C et d’ordre quelconque 
en  < de7rI,df et done skt nulles pour 5  = 0  
- si i 5  T  - 1  et I est purement tangentiel; 
- si i 5  T  - 2  et I contient d<. 
2’ (%T)I,,JI avec J contenant dc. 
Une telle composante est obtenue comme combinaison de  
(i) g  de  composantes “1.~~ avec J’ contenant d<; 
d  
(ii) 1  de  composantes TIJII avec J” tangentiel. 
x 
Dans tous les cas les d&h&es d’ordre i en  < et d’ordre quelconque 
[ pour c = 0  de  (&)I, J sont nulles 
- i 5  T  - 1  et I est tangentiel; 
- i 5  T  - 2  et I contient d[. 
THBORBME 4.5. - Les complexes 
(P,O),T 8  (p,l),r 8  04y4S + 49 --t . . . 
*$hdJ 5  *gwf’)J t . . . 
sont des rksolutions fines de  0: ’ pouwu que r soit assez grand. 
Dkmonstration. - Soit w un  ClCment de  IT (U, A?“)’ ‘) qui est 8  fern& 
done c’est un  ClCment de  I’((p-’ (U), A!‘$‘), 8  fern& Si Q  = 0, 
clairement w E I’ (U, C$ ‘) par dkfinition. 
Si Q  2  1, on  sait que  wlx = cp* Q I et sur X fl U, a  est 8  fern@ done 
a  = 8p  oii ,O E I? (X fl U, hjfl’“-l)) et ~1% = 8  y7* p. 
hendons v* /3 en  une forme ,6’ sur cp-l (U) de  faGon que toutes les 
dCriirCes transverses en  C et < si 2  soient 0  sur 2. Alors w - 8fi devient 
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un element de 
r ($8 (U), (1; 63 0; (log 2)) @ A$“) 
qui est 8 ferme done w - a/? definit une classe de cohomologie de 
Hq (p-’ (U), I,; 8 “$ (log 2)) ( en utilisant la resolution de Dolbeault 
du faisceau 1; @ n$ (log 2). Mais T est choisi de sorte que ce groupe 
de cohomologie est 0 done 
oil v E r ((p-l (U), (I:+ @ fl$ (log 2)) @ A; q-1) et done finalement w = 
8 (6 + V) et ,8 + v est bien dans r (cp-r (U), A$ ‘+‘) et (p + Y)/*~ = cp* p, 12 
de sorte que ,8 + v est dans r (U, RF’ ‘)’ ‘). 
5. Suite spectrale de Hodge de la cohomologie de S 
5.1. Filtration par le type sur S 
Nous reprenons les hypotheses du chapitre 3 sur S et les faisceaux de 
formes A> ’ pour T > 1. 
Tout Clement w E IY (U, A> ‘) est en fait une for-me differentielle CX 




oti &‘>q) est de type (p, Q) et de plus il est clair que w(P,q) E 
r (u , L$?~~)~~) au sens des faisceaux du chapitre 4. 
On posera done 
Fp A!$ T I’espace des formes w de A>’ telle que w = xi,, wci. k-i), 
- 
Cette filtration est compatible avec le d et elle induit done une filtration 
sur la cohomologie H. (S, C), notee encore F? H, (S, C) et des grad&s 
associes 
G: H, (S, C) = F; H. (S, C)/F;+’ H, (S, C). 
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bidemment, cette filtration depend a priori de la resolution cp : 3 -+ S 
(mais ici nous remarquons que la resolution doit satisfaire les hypotheses 
du chapitre 3) et aussi de T 2 1 a priori. 
A partir de la filtration, on d&nit les cocycles approximatifs : 
(5.1) 2;” = {w E P QTldw E FP+’ A,‘} 
et finalement la suite spectrale 
(5.2) 
avec sa differentielle 
de . EP, k 3 E”+‘> k+l 
. e e + 
Cette suite spectrale converge vers le grad& de la cohomologie 
Gfl H. (S, C). 
5.2. Calcul de Ey’ ’ 
THBOR~ME 5.1. - Soit U c S un ouvert quelconque de S 
(1) Alors Ef”+. (U) est la cohomologie du complexe des sections 
(5.3) 0 --f r (U, fly) -+ r (U, A!$““‘) 2 I? (U, flpq + . . . 
(2) pour r assez grand, on a done : 
(5.5) E;,‘+‘(U) = Hq (U, 0:‘) 
et dl : Hq (U, fl: ‘) -+ Hq (U, fl($+““) est induite par d : 02’ -+ 
f$+‘)? 7, 
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Preuve. - (1) D’apres (5.1), on voit que 2:” est l’ensemble des formes 
w = Ci>, u(i7k-i) de A> r avec dw E FP+~ A:+‘. done &,~(l)~~-l’) = 0. 
Lorsqu’kn quotiente Z:,‘k par Ztsl’x’, on oublie done les w(‘,~-‘) pour 
i>p+l. 
D’autre part, dZ$“-l est formee d’un element de Z{+l’k et d’un 
&(P~Ic--l’-‘) d’oti la premiere partie du theoreme. 
(2) La seconde par-tie du theoreme resulte du theo;ttn; 4.5 du chapitre 4, 
qui dit que fit r a une resolution fine par les A, ’ ’ r et done que sa 
cohomologie peut Ctre calculte comme cohomologie du complexe des 
sections, du moins pour T assez grand. 
5.3. Suites exactes contenant E:).l’+‘l 
THBORBME 5.2. - (1) Pour r 2 1, on a une suite exacte longue pour 
tout ouvert U C S 
(5.6) . . . -+ Hq ((p-l (U), 1; @ “5 (log X)) -+ E;.“+*(U) 
+Hy(XnU, Op,)+H *+I (p-l (U), 1; 63 a; (log X)) 
(2) Pour r assez grand, cette suite exacte coi’ncide avec la suite exacte 
longue de cohomologie associe’e & la suite exacte courte de faisceaux sur S 
Preuve. - (1) Comme I?:‘“+* (U) n’ est pas, pour T petit une coho- 
mologie de faisceaux sur S, nous devons demontrer directement 
l’exactitude de (5.6) lorsque Ef,p+y (U) est don& par (5.4). 
Exactitude au niveau Ey’p+q (U). - Soit [T] E Ef’ pi-q (U) qui donne 
0 dans Hq(XnU, a$). TT est done une (p, q)-forme sur 9-l (U) de 
A$‘g’r avec &r = 0 et 7r[,q = a(~* a) ob ck E A$‘y-l) sur X rl U. 
Prolongeons cp* Q en 6 sur tout 9-l (U) de faGon que les derivtes en C et 
t a tout ordre soient nulles le long de X. Alors (T - 8 (2 a)_) Jr;- = 0 et 
clairement rr - 8 (ip’ a) definit un Clement de ((I>. @ Us (log X)) @ A: q, 
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8 fern& done un Clement de HQ ((p-l (U), 1,; @ $ (log 2)) dont l’image 
naturelle dans Ey”+’ (U) est Cvidemment [K]. 
DEFINITION ET EXACTITUDE AU NIVEAU Hq (X n U, fl”,). - Le morphisme 
Hq (X n U, fly,) + Hq+l ((p-l (U), 1; 8 Qs (log X)) est ainsi defini : 
on part de [Q] E Hq (X n U, a$). On considere la (p, q)-forme GE, 8 
fermee, on la releve a X n cp-l (U) par cp* Q et on l’etend en cp”~ sur 
cp-’ (U) de facon que les derivees en < et [ soient 0. On considere 
8 ( p&!). Cela definit un Clement 8 fern-k de 1; 8 $ (log X) @ A$ q+l 
dont on prend la classe de cohomologie. Cela defimt le morphisme de 
cobord. Si l’image de a est nulle, alors cela signifie que 8 (9%) = 88 
avec 8 E l? ((p-l (U), I$ @ 0: (log X) @ A$“,. Alors, -0 + F Q est un 
Clement 8 ferme de I’ (U, A!$’ q)‘r) done d&nit un Clement de EfTp+, (U) 
dont l’image dans Hq (X, n$) est bien cy. 
EXACTITUDE AU NIVEAU HQ(cp-l (U), Ii @I Cl-5 (log X)). - Soit a un 
Clement 8 ferme de I’ (9-i (U), 1: @ 9: (log X) 8 A; ‘). 11 definit done 
naturellement un Clement de Ey" U ( ). Supposons que cet Clement soit 
nul, done o = aw ou w E I (U, A~‘“-““‘). Alors w],? = cp* w,y ou 
wAy E r (u n x, A%q-’ ) et away = 0. Alors wx E H'1-l (U n X, 0%) et 
l’image de wx par le cobord est 8 (cp* w,y) oii 2 w,y est une extension de 
cp* wAy avec derivees transverses en ( et ( toutes nulles sur X. Alors 
0!=8(cp*w~y)+d(w-&y). 
Mais w - F wlr; a ses jets j(z-” x nuls, done est dans I ((p-l (U), 1; 18 
fl$ (log X) ~9 A; “-l) et done a! est bien dans l’image du cobord 
Hq-l(X n U, fl$) --f H"(+(U), 1; 8 Cl; (log X)) 
(2) Cus oci T est grand. - Dans le cas ou r est suffisamment grand, on 
part de la suite exacte courte de faisceaux du lemme 4.2 du chapitre 4 et de 
la formule (5.5) du thboreme 5.1. La suite exacte longue de cohomologie 
associee a la suite exacte courte (5.7) est alors exactement la suite exacte 
longue (5.6) parce que 
H”(+(U), 13;;- 8 @(log X)) - Hq(U, 'p*I; W(log if))). 
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COROLLAIRE 5.3. - Pour tout T 2 1, tout ouvert U de S, on a un 
diagramme commutatifa lignes et colonnes exactes (5.8) (voir ce diagramme 
page suivante). 
En particulier si X est kiihle’rien compact, ce diagramme se reduit au 
diagramme 02 les 
d : HQ(X, s-q -+ HQ (X, cql) 
sont tous 0 a savoir le diagramme (5.9) (voir page suivante). 
De plus pour r assez grand, on peut remplacer 
H’((P-l(u>, I$ @ @(log@) par H*(U), p*(Ijj 63 V(logZ)). 
COROLLAIRE 5.4. - Supposons S kiihlerien compact. Alors 
dl : @,+” (S) + Ef+l.p+l+o (S) 
est identiquement nulle et done 
(5.10) E&p+0 (S) = q> p+O (S) 
et est &gal a GP HP (S, C). Autrement dit 
(5.11) Gp HP (S, C) = Ho (S, fI;r) 
pour tout r 1 1. 
Preuve. - La formule (5.4) montre que Ef>“+” (S) est form6 des (p, 0) 
formes holomorphes de Aps’ ‘, i.e. de Ho (S, C!$ ‘) et cela pour T 2 1. 
D’autre part le diagramme (5.9) avec q = 0 et le fait que Ho (3, 1; @ 
“5 (log x)) est formCe de formes holomorphes, done fern&es car S est 
ktilCrien compact, montre que le d de la premi&e colonne est 0 et done 
aussi le dl de la colonne suivante. 
TOME 122 - 1998 -No 3 
THfiORIE DE HODGE ET COMPLEXES DE DE RHAM 195 
BULLETIN DES SCIENCES MATHeMATlQUES 
196 V. ANCONA ET B.GAVEAU 
5.4. DCpendence en fonction de 7 
Nous supposerons ,!? kahlerien compact dans ce qui suit. lbidemment, 3 
&ant donnt, les filtrations Fp et la graduation associee de la cohomologie 
dependent de T, a priori. De plus on a clairement pour s > T 
et done la suite {Ho (S, n$ ‘)} rkl est une suite decroissante d’espaces 
vectoriels de dimension finie, done constante pour r assez grand, d’oti 
COROLLAIRE 5.5. - G* H* (S, C) = Ho (ST O$ ‘) ne de’pend pas de r 
pour r assez grand. 
D’autre part, considerons la suite exacte courte 
Pour r assez grand, on a que 
Hq (3, (I>&+‘, cc+ 0; (log 2)) = o cc7 1 1) 
et done par la suite exacte longue de cohomologie 
(5.13) 
Hq (3, I;+’ @ $2; (log x)) g Hq (3, 1; @ “$ (log 2)) (4 2 2) 
et Cvidemment, les d sont les m&mes. On a done deux diagrammes du type 
(5.9) avec des isomorphismes entre diagrammes (voir diagramme (5.14) 
page suivante). 
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Les fleches arrondies sont des fleches naturelles qui sont les fleches 
identites entre les HQ (X, fl$), les fleches d’isomorphisme induites par 
(5.13) et les fleches naturelles 
Eff$ (S) -+ El’, 4 P+q (S) 
induite par l’injection (5.12) et le fait que 
ET::+” (S) = HY (S, f2pS.y. 
Notons ici, qu’on distingue les Ef’,‘F+Q et Ef’f’$ selon la filtration 
utilide. 
Le lemme des cinq flbches nous permet de conclure la premiere partie 
du theoreme 5.6 : 
THBORJIXME 5.6. - (1) Pour r assez grand et q 2 2, les premiers termes 
Ey,‘f+Q (S) d es suites spectrales ne dependent pas de r, ainsi que leurs 
differentielles 
4 : Ef,‘;+, (S) -+ E:l+,l.“+“+’ (S) 
et par consequent, pour q > 2, la suite spectrale ne depend pas de r si 
r est assez grand. 
(2) La graduation GP H, (S, C) de$nie par la jiltration FP sur la 
cohomologie ne depend pas de r pour r grand. 
Fin du thbrkme 5.6. - Fixons k > 1. Alors G” Hk (S, C) ne depend 
pas de r d’apres le corollaire 5.5 pour r grand. De plus GP H” (S, C) ne 
depend pas de T pour p 5 k - 2 d’apres la premiere partie du theoreme 5.6 
puisque c’est Ek’. Par consequent, G’-* Hk (S, C) ne depend pas non 
plus de r. 
5.5. Cas des singularit& isol&s 
Supposons que S n’ait que des singular&% isolees dont les diviseurs 
exceptionnels soient tous irreductibles lisses 
(P> Q)> 7 (a) Description des faisceaux A, et fi$’ 
TOME 122 - 1998 - No 3 
THl?ORIE DE HODGE ET COMPLEXES DE DE RHAM 199 
Comme les formes sur un point sont constantes en degre 0 et nulles en 
degre > 0, on voit que 
(5.16) 
(b) Description des Ef)“+’ 
Pour T grand, on a si p + Q  # 0 
(5.17) Ey’P+q = HQ (S, 0: ‘) = Hq (3, 13;7- @  “; (log X)) 
(5.18) E ;)>O = H” (S, fly> = c. 
On retrouve bien le fait que Ef,‘f?+” est independant de T pour T grand 
et q 2 2, puisque 
HP (3, I;+’ @  fl; (log 2)) g Hq (3, Ii 18 “; (log X)). 
Par ailleurs, pour q = 1, la suite exacte longue de cohomologie de la 
suite exacte courte 
0 + +3Q~ (log a> + I@“; (log X) ---f (I$/I~+‘)w~ (log X) -+ 0 
se reduit, pour T grand, a la suite exacte courte suivante : 
0 + Ho (3, (I;/I>+l)@fl$ (log X)) --+ Ey,‘f’z; (S) + Ey,‘;+’ (S) -+ 0 
cependant, on sait afortiori, que le terme EGP+l (3) ne dependra pas de T. 
5.6. Suites spectrales Ey’P+q pour p, q ClevCs 
(a) Complexe de De Rham holomorphe pour p > dim X 
Pour p > dimX, il n’y a pas de p-formes sur X, et done 
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(5.19) sly = p* (I>; @ a$ (log 2)) p > dimX. 
En particulier, on dCduit 
COROLLAIRE 5.7. - Pour p > dim X, on a, pour U ouvert de S, 
(5.20) Eflp+q (U) = Hq ( $8 (U), 1; 63 0; (log 2)) 
dks que r > 1, et de dl est exactement le d nature1 sur les membres de 
droite de (5.20) 
(b) Cas 02 q est grand 
Si q - 1 > dimX, H’J-l (X, Q$) = 0 et on d&hit de (5.8) 
COROLLAIRE 5.8. - Si q > dim X -I- 1, on a, pour U ouvert de S, 
(5.21) E;,p+q (U) = Hq ( p-l (U), 1; @ “5 (log 2)) 
dks que r 2 1 avec le dl exactement le d nature1 sur les membres de 
droite de (5.21). 
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